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Résumé

Dans cette étude nous présentons des résultats d’une simulation théorique et expérimentale, en microgravité, de la
convection de Rayleigh—Bénard dans un liquide magnétique (ferrofluide). Le ferrofluide, confiné dans une cellule de
Hele—Shaw annulaire et horizontale, est soumis simultanément & un gradient de champ magnétique extérieur et 4 un
gradient de température. Cette configuration permet d’éliminer 'effet de pesanteur (g = 0) et d’avoir une convection
purement magnétique. © 1998 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.

Rayleigh—Bénard convection in a magnetic fluid in an annular Hele—Shaw cell

Abstract:—This paper deals with a theoretical and experimental investigation of Rayleigh-Bénard convection in a
magnetic fluid submitted simultaneously to a gradient of magnetic field and a gradient of temperature. With an annular
Hele—Shaw cell configuration, we show the possibility to simulate Rayleigh—Bénard experiments and its control by a

gradient of magnetic field in the absence of gravity (g =~ 0). © 1998 Elsevier Science Ltd. All rights reserved.

Nomenclature

a diffusivité thermique

g accélération de la pesanteur

h champ magnétique propre

H (H,) champ magnétique total au sein du ferrofluide
(champ extérieur)

H, module du champ magnétique au sein du liquide
magnétique a 1’éequilibre

K= —(0M/0T)|;_ coefficient pyromagnétique

m nombre d’onde azimutal (entier)

M (M.) aimantation au sein du ferrofluide (module de
P’aimantation a 1’équilbre)

M’ perturbation de I’aimantation par rapport a celle de
I’équilibre

p.(p’) pression a I’équilibre (perturbation de la pression
par rapport a celle de I’équilibre)

P, (P,) pression en convection (pression caractéris-
tique)
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R, (R,) rayonintérieur (extérieur) de la cavité annulaire
qu’occupe ferrofluide

Ra* = Bg(T,— T>)e*/ARva nombre de Rayleigh gravi-
tationnel de la cellule

Ram* = (u,K|VH|(T, — T>)&’AR/u(1+%)a) nombre de
Rayleigh magnétique de la cellule

Ram¥ nombre de Rayleigh magnétique critique
(r,0,z2); (r*,0,z%) coordonnées cylindriques dimension-
nelles (adimensionnelles)

T,, (T,) température de la plaque chaude (froide)

T. température du ferrofluide a I’équilibre

T', (T*) perturbation de la température par rapport a
celle de I’équilibre (température adimensionnelle)

(u,, uy, k) repére de coordonnées cylindriques

Vo, (V)):  vitesse caractéristique de u et v (de w)
V(u,v,w); V(u*,v*, w¥) champ de vitesse dimensionnel
(adimensionnel).

Symboles grecques
P = —(/py)(0p/0T), coeflicient de
pression constante

dilatation a
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0 =AR/R1 paramétre de courbure de la cavité annu-
laire

AR = R,— R, Largeurdel’espace annulaire de la cavité
AT ecart de température caractéristique

¢ epaisseur de la cavité occupée par le ferrofluide

e* =¢/AR rapport d’aspect de la cellule (« 1)

A conductivité thermique du ferrofluide

Uo = 411077 SI  perméabilité magnétique du vide

u (v) viscosité dynamique (cinématique) du ferrofluide
p. masse volumique a léquilibre

p’ perturbation de la masse volumique par rapport a
celle de I'équilibre

x = —(0M/JOH)|;_y susceptibilité magnétique.

1. Introduction

L’¢tude qui suit concerne le contréle de la convection
thermique dans les liquides magnétiques par un champ
magnétique adéquat. Le liquide magnétique appelé aussi
ferrofluide est une suspension colloidale stable de parti-
cules ferromagnétiques dans un liquide porteur. Ces par-
ticules sont de taille suffisamment fine—de ’ordre de 100
A. La suspension est supposée homogéne, isotrope et non
conductrice d’électricité.

Les forces volumiques au sein du liquide magnétique
en présence d’un champ, dans un modéle symétrique [1],
sont ptg MVH (uy = 4n 1077 est la perméabilitité magné-
tique du vide). Ces forces sont analogues aux forces gravi-
tationnelles pg. Le gradient de champ VH, I"aimantation
M au sein du liquide magnétique et le coefficient pyro-
magnétique K = —(0M/0T) jouent les roles respectifs de
la pesanteur g, de la masse volumique p et du coefficient
de dilatation thermique f = — (1/p)(0p/0T).

La convection thermomagnétique est une nouvelle
technique 4 la disposition du transfert thermique
controlé. Elle a été analysée dans plusieurs monographes
récents [2, 3]. L’un des problémes les plus étudiés dans ce
domaine est celui de l'instabilité thermoconvective de
Rayleigh—Bénard ou 'on peut combiner la convection
gravitationnelle et magnétique. Le nombre de Rayleigh
est alors un nombre généralisé. Plusieurs configurations
sont possibles dont un cas est celui d’une couche horizon-
tale soumise a un champ magnétique uniforme et a un
gradient de température; ce dernier induit un gradient de
champ a travers cette couche. Par conséquent, les forces
magnétiques qui apparaissent peuvent s’ajouter aux
forces gravitationnelles et joueraient un réle dans I'insta-
bilité thermoconvective qui se manifeste par ’apparition
des cellules de Rayleigh—Bénard lorsqu’on atteint une
certaine valeur critique du nombre de Rayleigh. Ce cas
a été éxaminé théoriquement par Finlayson lorsque le
ferrofluide est confiné entre deux parois horizontales lib-
res ou rigides et non magnétiques [4].

Cette méme configuration a été suivie une quinzaine
d’années plus tard par une étude expérimentale consistant

a appliquer un champ magnétique intense 4 travers une
couche cylindrique d’un liquide magnétique d’épaisseur
d, afin que celui-ci soit saturé [5]. Le but était de détecter
le nombre de Rayleigh expérimental correspondant au
seuil de I'instabilité, par une mesure du nombre de Nus-
selt en fonction du nombre Rayleigh. Mais les conditions
expérimentales dans cette étude [5] ne permettaient pas
de confirmer si le ferrofluide était effectivement en satura-
tion. Alors Stiles et Kagan [6] ont repris le méme travail
expérimental, généralisant les considérations théoriques
de Finlayson [4] sur le nombre de Rayleigh, en considé-
rant que sous un champ magnétique intense la viscosité
du liquide magnétique est la somme d’une viscosité rota-
tionnelle et d’une viscosité¢ de cisaillement. Dans ces
conditions, les résultats expérimentaux sont en parfait
accord avec les prévisions théoriques.

La méme configuration que celle de Finlayson a été
reprise récemment par Rudraiah et Sekhar [7], mais, cette
fois ci, le gradient de température appliqué a la couche
de fluide magnétique horizontales est non uniforme. Ceci
s’obtient soit par un chauffage ou un refroidissement
transitoire sur les bords, soit par ’existence de sources
de chaleur uniformes dans le milieu. La variation de
température des sources de chaleur introduit une varia-
tion du champ magnétique, c’est une autre fagon de
contréler la convection dans les liquides magnétiques.
L’effet des sources de chaleur est analogue a celui de I’effet
magnétocalorifique traité par Berkovsky et Bashtovoi [8].

Notre but principal dans cette étude est de faire une
simulation expérimentale, au sol, de la convection de
Rayleigh—Bénard en apesanteur dans un liquide magné-
tique soumis & un gradient de champ exterieur, ce dernier
joue le role de la pesanteur. Afin de réaliser cela, nous
avons travaillé avec une cellule de Hele-Shaw annulaire
et horizontale. C’est ’'une des rares configurations ot ’on
peut éliminer 'effet de pesanteur (g =~ 0).

Le seuil de convection expérimental est déterminé en
contrélant le champ de température lors du passage du
régime conductif au régime convectif. Nous utilisons,
pour cela, des thermocuoples et des cristaux liquides.
Cette étude est accompagnée au préalable d’une formula-
tion linéaire du probléme: nous effectuons un développe-
ment asymptotique, au premier ordre, des équations
régissant le mouvement de convection par rapport au
rapport d’aspect de la cellule, ¢* = ¢/AR, qui est un para-
metre petit devant I'unité. Nous effectuons ensuite une
étude de stabilité linéaire qui consiste a déterminer le seuil
de convection théorique qu’on compare a celui expér-
imental.

2. Formulation lineaire du probleme
2.1. Calcul approximatif du champ propre

Nous considérons une couronne de liquide magnétique
horizontale: R, <r<R,, 0<z<eg, avec ¢ < AR ou
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Fig. 1. Couronne de liquide magnétique placée dans un gradient
de champ magnétique constant et dans un gradient de tem-
pérature (T, > T)).

AR = R,— R, (voir Fig. 1). r, 0 et z sont les coordonnées
cylindriques dans le repére (u,uy k). Les deux faces
interne (r = R,) et externe (r = R,) sont conductrices et
maintenues respectivement aux températures 7, et T,
(T, > T5). Les deux faces horizontales (z =0 et z = &)
sont rigides et supposées parfaitement isolantes. La cavité
est placée dans un champ magnétique extérieur:

H,[H = —Az,Hy=0,H. = — Ar+ B] 1)
vérifiant en dehors de tout milieu aimantable: Rot H, = 0
et Div H, = 0.

La composante radiale est négligée puisque 4e < AR,.
La couche annulaire de liquide magnétique est alors sou-
mise a un gradient de champ radial constant et paralléle
au gradient de température (Fig. 1). Ce gradient de
champ crée a travers la couche du liquide un champ
induit: A = — (xH,/1+7y), [9]. Par ailleurs on se place
dans le cas linéaire ou M = y H. Dans ces conditions nous

montrons que # = — M. Le champ total dans le liquide
magnétique est donc:
H=H,+h=H,—-M 2

2.2. Equations linearisees des bilans

2.2.1. Equilibre
Si nous notons par T, p., p., H. et M, la température,
la pression, la masse volumique, le champ magnétique
total et 'aimantation a 1’équilibre, nous avons:
_Vpc _pcg_":uOMcVHc =0,
T,—T, T,InR,—T,InR,

T.=— Inr—

R, R,

n
R, R,

(©)

ou

H, = H,— M,
M, = M(H*, T*) — K(T, — T%) +y(H.— H¥)
pe = p(TH[1—p(T.—T%)] 4)

T* et H* sont des valeurs de référence. On note que
la distribution de la température a 1’équilibre n’est pas
linéaire et que son gradient n’est pas constant, ce qui
ajoute une difficulté supplémentaire par rapport au
probléme de Rayleigh-Bénard classique.

2.2.2. Equation de mouvement
L’étude de stabilité consiste a superposer a celui-ci des
perturbations en posant:

T=T. AT, p=ptp. V=0+V,
p=petp. M=MA+M, H=H+H

ou

H=H,—M
M = M(H*, T*)— K(T— T*) + y(H— H*)
p = p(TH[1—-B(T—-T%)]. (5)

Nous montrons alors que: M =M-M, =
—[KT/(1+ ), H = [KT'/(1+7)'], p’ = —p(T*)T".
L’équation linéarisée du mouvement de convection sta-
tionnaire pour un liquide magnétique, dans un modele
symétrique, dérive de I’équation de Navier—Stokes modi-
fée du terme p,MV H [1]. En tenant compte des équations
de I’équilibre (3), elle s’écrit:
—Vp'+uVV+p'g+uMVH—puyM.VH, = 0 (6)
ou
.uOMVHi.u'OMeVHe = :uOM/V(He + Me)

f%VQMJ[+Mﬂ

en remarquant que H.+ M. = H,, (6) s’écrit:
—VP+uAV+GT =0 @)

ou

P:p+%QMJr+Mﬂ et

_ Mo KIVH,|
1+y

G représente une sorte de gravité apparente qui peut
étre controlée par simple réglage du gradient de champ
magnétique excitateur.

u,+gp(T*) Bk

2.2.3. Approximation de Boussinesq
L’approximation de Boussinesq s’écrit:

DivV =0 ©)

2.2.4. Equation de I'énergie

La dérivation thermodynamique compléte de I’équa-
tion de 1’énergie est donnée par Finlayson [4]. Si ’on se
place loin de la température de Curie, ce qui correspond
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a notre situation expérimentale, on peut négliger le terme
traduisant I'effet magnétocalorifique, I'équation de 1’éner-
gie stationnaire se raméne a celle d’une fluide classique:

—VT.V+aAT =0 ©)

a est la diffusivité thermique. En utilisant (3), I'’équation
(9) s’écrit:

(10)

2.3. Analyse dimensionnelle

Dans le repére de coordonnées cylindriques (u,, uy, k),
I’approximation de Boussinesq (8) ainsi que les équations
(7) et (10) s’écrivent:
ou u 1dv ow

Ftrtratn " a

op, [Pu \ou 1w Pu_u_2an
or ot ror 2502 972 2 200
wo KT
VH|=0 (12
B =0 2)

N 52U+1@+l521} +6zv
roo " ot Tor 2002 072

_7+ _
oz M Trar T e T o

0P [82111 low 1 0*w 62w}
ot

+p(T*)BgT" =0 (14)
1 0T BZT} T —Tou _

0.

+— +
2 A2 2 R 4
r* 00 0z In=2 !
1

|:62 T 10T’
a + -
or? roor

15)
La cavité annulaire nous conduit a choisir les variables
réduites suivantes:

P r—R, % — z
R,—R,’ e
u v w
ut=—, v¥=—, w¥=—
VO VO 0
* 75 T* — T/
P =p, AT
Nous notons par:
€ AR
* = t 0=—.
AR ¢ R,

Des considérations d’analyse dimensionnelle [10] nous
permettent de prendre les variables caractéristiques suiva-
ntes:

oAty
O_AR’ O_AR 0

AT = w(1+y)a p _Pova
=M p, =20
wK|VH,|e*AR &?

En introduisant les variables réduites dans le systéme
(11)—(15), nous obtenons:

o T axor Tlxorr 00 T az*

=0 (16)

62u+ 0 @ 0 2 0%u*
or¥2  140r* or*

OP* 1+6V* 603
N 81‘* & 5 2 (5 2 av*
J u*_z -
1+0r* 1+6r* | 00
P
+S N e =0 (17)
0z*?
o OP*
T+ 00
Pot o ar [ o T
orxr  1+or* or 1+o0r* | 502
+e*?
0 2 14 2 Ou*
_ 3k
|:1+5r*} ! +2[1+5r*} 30
P
“_o0 8
0z*
o*w* 5 ow*
p or¥? 1+6r* or*
g*—— 4 g*3
oz* N 5 T orw*
I+or* | 592

o’w*  Ra*

0z Ram*

et T =0 (19)

o°T* 6 0T* [ 0 :|262T*

or*? + 1+5r*ﬁ+ 14+or* | 92

g*?
1

5
- ko %k
T in(1+0) 11 o Ram™u

T
perelC

ou Ram* = (u,K|\VH,|(T,— T>)*AR/u(1 +y)a) est le
nombre de Rayleigh magnétique de la cellule. Ra* est le
nombre de Rayleigh gravitationnel de la cellule défini
par: (Bg(T,— T,)e*/vARa), ce nombre a été construit de
la méme fagon que dans le probléme de convection d’un
fluide enfermé dans une cavité parallélépipédique d’ex-
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tension infinie et ayant un rapport transversal (¢/AR) « 1
et soumis a un gradient de température horizontal [11].

Pour des raisons de commodité, nous ométtrons dans
la suite les astérisques sur les variables réduites dans le
systeme (16)—(20).

2.4. Approximation de Hele—Shaw

Une premiére approximation du systéme (16)—(20),
inddépendante du rapport d’aspect ¢**, est obtenue en
posant ¢** = 0. Nous notons par u,, vy, w,, Py et T, les
solutions de cette premiére approximation. De I’équation
(19), et d’un point de vue asymptotique, nous montrons
que Ra* « Ram*. Dans la suite, nous ne tenons pas
compte du terme Ra*/Ram* dans ’équation (19). Cette
derni¢re permet donc de montrer que la pression P, est
indépendante de z. De méme (20) et la condition d’adia-
baticité, sur les parois horizontales en z=0 et z =1,
permettent de montrer que 7, est aussi indépendante de

z. Soient:
PO (I', 0)’ T() (I’, 9)

L’intégration des équations qui découlent de (17) et (18)
permet d’obtenir:

" fz(z—l)[‘ Py —To}

5 op,
1+6r 00 °

vy = 52— 1) @
Nous introduisons (21) dans 1’équation de continuité
(16). Aprés intégration de cette derniére en z, et en utili-
sant la condition d’adhérence de wyen z=0¢et z =1,
nous montrons que w, = 0. Ceci se traduit par I'équation
linéaire aux dérivéews partielles:

?P, & 0P, [5 Tazpo

o2 14or or 1+dr| pp2

i,

5 +WT°} =0. (22)

L’équation de I’énergie est cherchée a 'ordre £*? en adop-
tant la méme démarche que [12, 13]:

T, 8 oy [ 6 T
o2 1+4or or 1+dr| pp2
1 0 Ram*| 0P,
CIn(1+0) 1+6r 12 |:0r _T"J_O' 3)

Le systeme (22)—(23) est associé aux conditions aux
limites:

P
quisetraduitpar: — =T, =0 enr=0,1. (24)

3. Etude de stabilite
3.1. Analyse en modes normaux—methode de Galerkin

Nous allons faire un premier changement de variable
dans le systéeme (22)—(23):

140r
)

nous obtenons:

F= (25)

~ 10 .
A2PO=;(,TF 7To]

~  Ram*[dP, .
A, T = 2 [° O—TO} (26)

12 orF

ou
:% + 1§+ iz(% Py(7.0) et Ty(70).
Nous écrivons la solution du systéme (26) en modes nor-
maux:
Py = fipy e

— g e @7)
or
P,(0,) = Py(0,+2m)
fo 0y) = fo(go +2m)

Le numbre d’onde azimutal m est donc un nombre entier.
Le systéme (26) s’écrit:

A, =

&7 1 omi, 1d

di2 t P2 ;Tf T Fdr (791 (28)

d’g 1dg Ram* 1 m*7 Ram* ldj

a2 TFar T 2mare T 2 YT 2n(1+0) Fdi
(29)

Nous procédons & un nouveau changement de variable
dans le systéme (28)—(29): # = u*>. Nous obtenons:

u dg
D,[f] =&’ [ +5I} (30)
i = g2 LY
R &

ou

D - d? L1 1d 4m? ¢ ke Ram*
" ude 2 S T T 3m+o)y
La solution générale de I’équation homogene de (31) est:

G(u) = AJ,,,[ku)+ BY,,,[ku]

Jo, et Y, sont respectivement des fonctions de Bessel de
premiére et deuxiéme espéce d’ordre 2m. G(u) vérifie les
conditions aux limites:
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. 140
G=0 enu1=/(S etu, = %

soit

AJylku ]+ BYy,[kuy ] = 0
AJyylkuy]+ BYy,,[kuy] =0

or A # 0 et B # 0, ceci impose:

Tl ] Yo lken]|
Lonlkus]  Youlkus]l

donc

Tonlktiy 1 Yonlkun] — Jop [kt Yokt ] = O. (32)

Cette ¢quation a une infinité de solutions k; (valeurs prop-
res), d’ou les fonctions propres:

Gl(u) = Ci[YZm[kiu]JZm [kiul] 7J2m [kiu] YZm [kiul ]] (33)

Les fonctions G,(u) sont orthogonales. Les constantes c;
sont calculées de telle de sorte que les fonctions propres
soient orthonormales:

0 sii#j

. (34)
1 sii=j

Uy
J uG(u)G;(u)ydu = 6, = {
Lll

D’aprés un théoréme sur les fonctions de Bessel: toute
fonction G(u), définie continue sur [u;,u,] avec
G(u)) = G(uy) = 0, peut étre développée en série de Fou-
rier—Bessel absolument et uniformément convergente:

N

Guw) =Y ¢Giu).
i=1

Or g(u) et (df/du)(u) du systéme (30)—(31) vérifient ces

conditions, nous posons:

ar -

=Y aG) gt =3 bGw (33)

i=

(34) et (35) permettent d’obtenir:

4= J " we,w. b, = J Y ugwG, e (6)

g g

Nous reprenons maintenant 1’équation (31):

1 df
D, +k* =k ——.
[ m + ] [g] 2“ du
En multipliant les deux membres de cette équation par u

G,(u), et en intégrant entre u, et u,, nous obtenons:

Uy N
J uD, [91G(w) du+k’b, =k> Y, A;a, 37
u i=1
ou
1 Uy
A; = EJ G:(uw)G,(u) du. (38)

Le calcul du premier terme du premier membre de (37)
se fait en utilisant (35), et en sachant que les fonctions
propres G,(u) vérifient:

Dm[Gi] = 7k12G1 (39)
Nous obtenons donc:
j b, 191G, (w)du = — k2, (40)

(37) s’écrit finalement:

N
(K> =k)b; =Kk> Y Aa,. (41)
i=1
Nous reprenons 1’équation (30):
_ a2 g 49

Nous dérivons cette équation puis nous écrivons sa déri-
vée sous la forme:

df d*f 1df dg ,d%g

e 2 _ —7 22

an,[du}—b— ar + udu 8g+10udu +2u o
(42)

Nous multiplions chaque membre de I’équation (42) par
G(u), puis nous intégrons entre u; et u,:

v Td ol & 1df
L uD,, [d—ﬂ(;,.(u) du+J [z ot ;a:|G,(u) du

y

U, dg s ng
_J |:8g+10udu+2u W G,(u)du (43)

u;

(34), (35) et (39) permettent d’écrire (43) sous la forme:
N N

—kia,+ Y Bua, =) Cub, (44)
i=1 i=1

ou

w[ _dG;, G,
B; =J |:2 an +f:|Gf(u) du

u

uy

i dG, &G,
Ci= J [SG,HO“ L2 —
du d

uy

M2

:|G,~(u) du.

Le systeme (41)—(44) s’écrit donc:

ZN: |: sz/'i - (k2 _kiz)&i/':| |:a,~:| |:0:|
B,—kis,  —c, bl Lo

i=1

que nous écrivons finalement sous la forme:

Xy, ... Xiv Yu Y]l a r07
X oo X Ywo oo Yaw ay |
Zy ... Ziy Wi ... Wy b,
LZy oo Zyy W . Wyl by L0
(45)

ou

X, =k 4,
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Yi/‘ = - (kz _kiz)éi/'

Z; = B,,-fk,-zé[,

W, =—-Cj

La matrice associée au systéme (45) est construite de
quatre blocks de matrices. Une solution non triviale du
systéme (45) existe, si le déterminant de la matrice associé
est nul. Ceci se traduit par une relation entre le nombre
de Rayleigh magnétique Ram™* et le nombre d’onde azi-
mutal m. Les résultats de la résolution numérique conver-
gent a partir de N =5. Nous présentons les valeurs
critiques, correspondant au seuil de convection, pour
différentes valeurs de 6 proches de notre situation expér-
imentale (6 = 0.19), (Tableau 1).

Le systéme (22)—(23) a été donc résolu pour des valeurs
de  quelconques et nous avons constaté que pour 0 < 1,
le nombre de Rayleigh magnétique critique tend vers
487, valeur qui correspond au cas d’une cellule horizon-
tale d’extension infinie [12, 13, 14].

Dans le paragraphe qui suit, nous résolvons analy-
tiquement le systéme (22)—(23) dans le cas de 'approxi-
mation 0 < 1.

3.2. Analyse en modes normaux—approximation § < 1

Nous allons donc, dans ce paragraphe, traiter le cas o
0 = AR/R est trés petit devant I'unité. Ce qui est le cas de
I’étude expérimentale. Le systéme (22)—(23) s’écrit donc:

CPy 0Py 0Py T,

I e =0 (46)
*T, 0T, 0T, Ram*[0P,

Lo 52000 o1 l=0. (4
P e |:0r TO} 0. (47

Nous écrivons la solution du systéme (46)—(47) en modes
normaux:

Py = f(r)e"
T, = g(re™ (48)
Table 1

Nombres d’onde critiques et nombres de Rayleigh magnétique
critiques pour différentes valeurs de o

Ram¥ (nombre de

m, (nombre d’onde Rayleigh magnétique
0 =(AR/R) azimutal critique) critique)
0.14 24 473.83
0.19 18 473.86
0.23 15 473.97
0.32 11 475.51
0.5 8 477.87
0.59 8 483.01

ou le nombre d’onde m est un entier. Le systéme (46)—
(47) s’écrit:

& df o, .. dg

0 +5dr o°m’f ar 0g=0 (49)
d*¢9 dg [Ram* , | Ram* df

Eﬁ-éa |: B —o0'm }y— B 5—0 (50)

Ce cystéme est associé aux conditions aux limites:

o
d—{zgzo en r=0,1. (51)

Nous cherchons des solutions de fet g sous la forme:

A

(49)—(50) s’écrit:
[ 4+0s—0°m?] fy —[s+5]go = 0
Ram*

Ram*
_ - 2 0§22 _
B sjo—i-[s +ds—0"m” + B }go

Nous avons des solutions f, et g, non nulles, si le détermi-
nant de ce systéme est nul. D’ou la relation de dispersion:

, Ram* _
12

Le cas intéressant est celui qui correspond a deux racines
réelles et deux racines imaginaires:

0 Ram* \'?
S1.2:|:—1i\/1—|—4mz|:1+< an ) }}

2 126 m?

) ) R Ram* \'?
S34 =7 —1%i | —1+4m"| —1+

2 1262 m?

La solution du systéme (49)—(50) s’écrit donc:

[s? +0s—6*m?]* —6*m

f(z) = e~ [ A cos(2r) + Bsin(ir)] + Ce + D e

g(z) = e*%"[A’ cos(Ar) + B'sin(Ar)]+ C' e+ D’ e (52)

ou

Ram* \12
125/_1+4m2[—1+< an > } (53)
2 126°m’

A partir des conditions aux limites (51), nous obtenons
un systeme linéaire de 4 équations sans second membre
et ou les inconnues sont les constantes A, B, C et D. Ce
systéme admet une solution non triviale, si le déterminant
de sa matrice représentative est nul:

51858155 (s1 +0) (52 +6) +afs; (s, +0)

55 (52 +0)] +02] (e —eM) e 3sin(l) = 0 (54)
ou
54

=2+ —
o +4
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(54) est vérifiée si sin(1) = 0, soit 1 = nn. D’ou d’aprés
(53):
52
n2n2 + Z 2

Ram* = 126*m*|1+

8*m?
La premiére instabilité apparait pour n = 1. Le nombre
de Rayleigh et le nombre d’onde critiques sont:

m =17 Ram}’= 474.528

Nous constatons que la valeur du nombre de Rayleigh
critique calculée dans ce paragraphe est trés proche de
celle calculée dans le paragraphe précédent pour 6 « 1.
Quand au nombre d’onde azimutal pour 6 = 0.19 (valeur
du montage expérimental), il vaut 17 au lieu de 18. Cette
différence entre les deux nombres d’onde azimutaux pro-
vient sans doute de ’approximation analytique (6 < 1).

4. Etude experimentale
4.1. Cuve de Hele—Shaw annulaire

La cellule de Hele—Shaw est constituée de deux plaques
en plexiglas, transparentes, annulaires et paralléles (Fig.
2). Deux rainures de largeur AR = 20 mm et d’épaisseur
¢/2 = 2 mm sont usinées sur les deux plaques en plexiglas
(1 and 1") dans le but d’obtenir, lors de ’assemblage
de ces deux derniéres, une cavité annulaire de section
rectangulaire d’épaisseur 4 mm ou le ferrofluide (2) sera
placé.

Les deux conduites annulaires de sections rectangu-

30104CGC

laires (3 and 3’) permettent la circulation d’eau chaude
et froide afin de maintenir respectivement les deux
couronnes en cuivre (4 and 4’) aux températures con-
stantes 7, et T,. Les deux couronnes en cuivre sont
insérées dans quatre gorges usinées sur les deux plaques
en plexiglas. L’étanchéité est assurée par 4 joints toriques
(5), insérés dans chacune des gorges. La hauteur de chaque
plaque de cuivre est de ’ordre de 14 mm.

4.2. Caracteristiques de I'electro-aimant

Nous disposons d’un électro-aimant type EAF-16-NC
(Fig. 3) possédant un entrefer e = 110 mm. A I'intérieur
de ’entrefer, entre les deux poles N et S, régne un champ
magnétique constant parallele a Oz et dont le module
peut varier en fonction du courant I qui circule dans les
bobines de I'électro-aimant. Autour de I’entrefer régne
un champ de fuite, ce dernier a une particularité qui nous
est intéressante: d’une part nous pouvons I’'approximer
par la formule (1), d’autre part dans le plan horizontal
qui passe au milieu de 'entrefer, le champ de fuite est
paralléle a Oz et posséde un gradient radial constant qui
varie aussi en fonction du courant / circulant dans les
bobines. La Fig. 4 présente I’évolution du champ magné-
tique en fonction de la coordonnée radiale pour une
intensité de courant / = 10 A. Nous avons aussi effectué
un étalonnage du gradient de champ, dans le plan
médian, en fonction du courant 7 (Fig. 5). Les mesures
ont été effectuées par I'intermédiaire d’'un Gauss-métre,
type MG-5D, opérant sous le principe d’effet Hall.

La couronne de ferrofluide est placée au milieu de
I’entrefer, dans la zone ou il y a un gradient de champ

3'

A R

P TONNONNNVENNN NS

N \z\shl\ﬁ\ﬁ
A

N
N
\

7 mm

55 mm

AN NN

AR

4027

R1 =105 mm @

R2=125mm

Fig. 2. Section de la cuve de Hele—Shaw: 1 and 1’, Parois en plexiglas, 2, Ferrofluide, 3 and 3, conduites de circulation d’eau chaude
et froide, 4 and 4’, Couronnes en cuivre, 5, joint torique, 6, Emplacement de 8 thermocouples type K (¢ 1 mm, 7, 5 thermocouples

type K (& 0.1 mm).
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Fig. 4. Exemple d’évolution du champ magnétique H, en fonc-
tion de la coordonnée radiale r dans le plan médian de I’entrefer
I=10A).
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Fig. 5. Etalonnage de |VH, /| en fonction du courant /.

radial, entre R, = 105 mm et R, = 125 mm. L’épaisseur
de la couronne (4 mm) est assez mince pour que nous
assimilions cette situation a celle de la Fig. 6.

4.3. Ferrofluide ‘test’

Le liquide magnétique que nous avons utilis¢é dans
notre campagne expérimentale est un ferrofluide EMG

R2

Ferrofluide

Fig. 6. Schéma de principe: couronne de ferrofluide soumise a
gradient de champ magnétique radial.

905 de la Ferrofluidics Corporation, a base d’hydrocar-
bure. Il posséde les propriétés physiques et mécaniques
données par le fabricant: susceptibilité magnétique x = 2,
aimantation de saturation M, = 3.18 x 10* A/m, densité
p=126x10"° kg m™*  viscositt  dynamique
u=284x10"* kg m~' s~ diffusivit¢ thermique
a=86x10""m’s™'. Le méme ferrofluide a été utilisé
par Stiles et Kagan [6] qui ont calculé son coefficient
pyromagnétique par la relation K=o M [3, 15] ou
o=28.6x10"* K~'[16]. K est de 'ordre de 27.3 A m™'
K.

4.4. Seuil de convection experimental

Afin de déterminer le nombre de Rayleigh magnétique
critique, correspondant au seuil de convection expér-
imental, nous avons utilis¢ simultanément deux tech-
niques:
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la premiére consiste & mesurer le champ de température
au centre de la cavité annulaire qu’occupe le ferrofluide,
dans la direction azimutale. Pour cela, 5 thermocouples
(& = 0.1 mm) de précision 0.05°C ont été répartis régu-
lierement, ils sont indiqués par 7 sur la Fig. 2 et schémati-
sés sur la Fig. 6.

La deuxiéme technique consiste a visualiser le champ
de température a I'aide de cristaux liquides. Ces derniers
indiquent par leur couleur, de fagon directe et sans appa-
reils accessoires, une mesure de température avec une
constante de temps minimale de I'ordre de 0.1 seconde.
Le phénoméne étant réversible, on peut suivre des évolu-
tions de température au cours du temps [17, 18]. En ce
qui concerne notre expérience, nous avons coll¢ sur la
face interne supérieure de la cavité qu’occupe le ferro-
fluide, une pastille annulaire de cristaux liquides. Le
champ de température & l'interface ferrofluide—pastille
est donc observé a travers la parois de plexiglas. L’étolon-
nage des pastilles utilisées est donné par le fabricant,
Tableau 2.

Le seuil de convection est déterminé de la fagon sui-
vante: Nous fixons d’abord un écart de température
constant, entre la plaque chaude et la plaque froide, de
telle sorte que le ferrofluide soit en régime conductif. Pour
travailler dans la zone d’utilisation des cristaux liquides
donnée par la Table 2, la température de la plaque froide
est maintenue a 26° en général. Le régime conductif est
mis en évidence par les isothermes, en cercles concen-
triques, qu’on observe sur la pastille de cristaux liquides
(schéma (1) de la Fig. 7), ceci est verifi¢ simultanément
par les mesures de température dans la direction azimu-
tale par l'intermédiaire des cinq thermocouples placés
dans le ferrofluide. Une fois le régime conductif établi,
nous appliquons un gradient de champ magnétique trés
faible que nous faisons augmenter, a pas trés faible, par
I'intermédiaire du courant qui circule dans les bobines de
I’¢lecro-aimant. Dés que les premiéres déformations des
isothermes se manifestent (schéma (2) de la Fig. 7) et que

Table 2
Etalonnage des cristaux liquides

Degré Couleur
26.5 Noir

27 Rouge + noir
27.5 Rouge

28 Vert-rouge
29 Vert

30 Vert

32 Vert

33.5 Bleu+ vert
35 Bleu

38.5 Noir+ bleu
45 Noir

thermocouples
espacés de 5 mm
noir ™

rouge
vert

M

schéma (1) T1

W T
m

2

schéma (2) T1

Fig. 7. Schéma 1: régime conductif correspondant a des cercles
concentriques (vert, rouge, noir) les thermocouples indiquent la
méme température. Schéma 2: régime convectif (déformation
des isothermes) les thermocouples indiquent des températures
différentes.

les mesures de température par thermocouples dans la
direction azimutale different d’un thermocouple a ’autre,
nous pouvons considérer qu’il y a convection, et nous
prélevons I’écart de température et le gradient de champ
magnétique appliqués. Plusieurs essais ont été effectués
et dont les résultats sont présentés dans le Tableau 3.

La détermination expérimentale de I’écart de tempéra-
ture minimal qui peut étre décelé pour la détermination
du seuil de convection a beaucoup dépendu des moyens
dont nous disposons. Une bonne utilisation des cristaux
liquides doit étre faite avec un maximum de couleurs,
nous avons donc évité de travailler avec de faibles écarts
de température, ceci explique le fait qu’on est descendu
seulement jusqu’'a AT = 4.7°C.

Ces écarts de température correspondent & des nom-
bres de Rayleigh gravitationnels Ra* de I'ordre de 200,
de plus le nombre de Prandtl du liquide magnétique utilisé
est trés supérieur a I'unité, on est donc trés loin des
zones critiques qui peuvent conduire & une instabilité
gravitationnelle [11]. Ceci permet de justifier qu’ on a
affaire a4 une instabilité purement magnétique.

Nous constatons aussi, D’aprés les mesures expérimen-
tales, qu’il y a une certaine constance du nombre de
Rayleigh magnétique critique. Malheureusement ce der-
nier est largement supérieur a celui calculé théoriquement
dans Section 3, ceci peut étre imputé aux points suivants:

—I1 nous était difficile d’estimer avec précision les con-
stantes physiques relatives aux propriétés thermo-
magnétiques du ferrofluide a base d’hydrocarbure que
nous avons utilisé, en particulier son coefficient pyro-
magnétique K.

—Les parois horizontales en plexiglas supposées parfaite-
ment isolantes dans le calcul théorique sont loin de
I’étre dans ’expérience. En effet, les conductivités ther-
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Table 3
Seuil de convection: résultats expérimentaux

AT |VH,] (A m~?) |VH,AT10"*(A m~2) K Ram¥ (nombre de Rayleigh magnétique critique)
9.4 6.57 x 10* 61.7 4936
7.5 7.95 59.6 4768
6.2 1.03 63.8 5014
5 1.6 64 5146
4.7 1.45 68.1 5448

miques du plexiglas et du ferrofluide, si on suppose que
celle de ce dernier est la méme que celle du solvant
(hydrocarbure), sont du méme ordre (Apjeygns = 0.18
WEK™'m™), derromuice = 022 WK ''m™).

Or pour approcher les conditions idéales de parois parfai-
tement isolantes, il est nécessaire que la conductivité ther-
mique du fluide test soit trés supérieure a celle du matérieu
des parois horizontales.

Une étude qui tiendrait compte des fuites thermiques
en changant les conditions aux limites est envisageable et
peut faire ’object d’une perspective ultérieure.

5. Conclusions

Dans cette étude, nous nous sommes intéressés au
déclenchement du mouvement de convection de Ray-
leigh-Bénard dans un liquide magnétique soumis a un
gradient de champ magnétique en configuration de Hele—
Shaw annulaire et horizontale.

La formulation linéaire du probléme et I'approxima-
tion de Hele—Shaw ménent a un systéme d’équations aux
dérivées partielles, exprimé en coordonnées cyclindri-
ques, liant la pression et la température. La résolution de
ce systéme a été effectuée dans un premier temps par la
méthode de Galerkin pour des valeurs quelconques du
paramétre de courbure 6 = AR/R,. Dans un deuxiéme
temps cette résolution a été effectuée analytiquement
pour ¢ < 1, qui correspond a notre situation expérimen-
tale. Pour ce dernier cas, les deux méthodes de résolution
conduisent a la solution relative a la configuration d’une
cellule de Hele-Shaw d’extension infinie et horizontale.
Dans le cas général, le nombre de Rayleigh critique varie
peu avec d alors que le nombre d;onde (et par conséquent
le nombre de cellules) dépend trés fortement du para-
metre de courbure.

Notons que lors de ’'approximation de Hele—Shaw, qui
consiste a faire tendre ¢* vers zéro, nous avons affaiblit
le probléme de départ: en effet nous n’avons plus besoin
que de quatre conditions aux limites au lieu de six, et le
seuil de I'instabilité convective ne dépend plus de la nature

des conditions aux limites sur les faces conductrices
(conditions aux limites sur le champ des vitesses).

Le montage expérimental congu pour le cas § < 1 a
permis de déterminer le nombre de Rayleigh critique.
Malheureusement, il y a un grand écart entre le seuil
de convection expérimental et celui théorique pour des
raisons que nous avons évoquées a la fin de I’étude expéri-
mentale. Malgré cet écart, cette étude constitue une illu-
stration pédagogique de la convection de Rayleigh—
Bénard controlée, et montre la possibilité de simuler, au
sol, des situations de transfert de chaleur par convection
naturelle en micro ou en macrogravité. Une autre applica-
tion intéressante serait par exemple I'utilisation de ce
principe dans I’¢laboration de vannes thermiques. En
effet, sans champ magnétique le transfert de chaleur se
fait uniquement par conduction, et aprés application d’un
certain gradient de champ permettant ’apparition des
cellules convectives, ce transfert de chaleur est accru. 11
est donc possible de transférer une quantité de chaleur
plus ou moins grande d’une surface & une autre. Le
réglage du champ magnétique joue le méme réle que celui
d’une vanne thermique.
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